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Def. Rodzin¦ zbiorów L ⊆ 2X nazywamy λ-ukªadem na X je±li

Λ1 X ∈ L (zawiera caª¡ przestrze«)

Λ2 A ∈ L =⇒ A′ := X \ A ∈ L (zamkni¦ta na dopeªnienia)

Λ3
{An}∞n=1⊆L

parami rozª¡czne
=⇒

∞⊔
n=1

An ∈ L ( zamkni¦ta na rozª¡czne

sumy ci¡gów
)

Uw1. Ka»da σ-algebra jest λ-ukªadem, ale nie na odwrót
(istnienie λ-ukªadu nie b¦d¡cego σ-algebr¡ trudne � temat na prac¦ dyplomow¡)

Uw2. λ-ukªad zawsze zawiera ∅ i jest zamkni¦ty na sko«czone
sumy rozª¡czne: A,B ∈ L, A ∩ B = ∅ =⇒ A t B ∈ L

λ-ukªad nazywa si¦ te» ukªadem Dynkina.

Dynkin
Lem. λ-ukªad L jest σ-algebr¡ ⇐⇒ L jest π-ukªadem, tzn. jest
zamkni¦ty na sko«czone przekroje: A,B ∈ L =⇒ A ∩ B ∈ L

σ-algebra = λ-ukªad + π-ukªad
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Dowód: �=⇒� jasne bo ka»da σ-algebra jest λ i π-ukªadem.
�⇐=� Niech L b¦dzie λ i π-ukªadem. Niech {An}∞n=1 ⊆ L. Kªad¡c
B1 := A1, B2 = A2 ∩ A′1 i ogólnie Bn := An ∩ A′n−1 ∩ · · · ∩ A′1 dla
n > 1, dostajemy parami rozª¡czne {Bn}n∈N ⊆ L oraz⋃∞

n=1 An =
⊔∞

n=1 Bn. Zatem
⋃∞

n=1 An ∈ L na mocy (Λ3). �

Def. λ-ukªadem generowanym przez rodzin¦ G ⊆ 2X

nazywamy najmniejszy λ-ukªad λ(G) na X zawieraj¡cy G (istnienie)

Uw. Z de�nicji wynika, »e λ(G) ⊆ σ(G), a równo±¢ λ(G) = σ(G)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy λ(G) jest σ-algebr¡.

Tw. (Lemat o λ i π-ukªadach)
Sierpi«ski

Sierpi«ski 1928, Dynkin 1959

Je±li rodzina G ⊆ 2X jest zamkni¦ta na przekroje, to
Sierpi«ski

λ(G) = σ(G).

Równowa»nie, λ-ukªad generowany przez π-ukªad jest π-ukªadem.

Dowód: Na mocy Uw oraz Lem wystarczy pokaza¢, »e λ(G) jest
π-ukªadem! W tym celu u»yjemy nast¦puj¡cy Fakt 3 / 9



Fakt. Je±li L jest λ-ukªadem na X oraz A ∈ L, to
LA := {B ⊆ X : A ∩ B ∈ L} te» jest λ-ukªadem na X .

Krok 1. Niech A ∈ G oraz λ(G)A = {B ⊆ X : A ∩ B ∈ λ(G)}.

G jest π-ukªadem =⇒ ∀B∈G A ∩ B ∈ G ⊆ λ(G)

=⇒ ∀B∈G B ∈ λ(G)A ⇐⇒ G ⊆ λ(G)A

Fakt⇐=⇒ λ(G) ⊆ λ(G)A ⇐⇒ ∀B∈λ(G) A ∩ B ∈ λ(G).

Zatem pokazali±my, »e ∀A∈G∀B∈λ(G) A ∩ B ∈ λ(G).

Krok 2. Niech B ∈ λ(G) oraz λ(G)B = {A ⊆ X : A∩B ∈ λ(G)}.

Krok 1 =⇒ ∀A∈G A ∩ B ∈ λ(G)⇐⇒ ∀A∈G A ∈ λ(G)B

⇐⇒ G ⊆ λ(G)B
Fakt⇐=⇒ λ(G) ⊆ λ(G)B

⇐⇒ ∀A∈λ(G) A ∩ B ∈ λ(G).

Zatem ∀B∈λ(G)∀A∈λ(G) A∩ B ∈ λ(G), czyli λ(G) jest π-ukªadem.�
4 / 9



Twierdzenie Dynkina (o jednoznaczno±ci miary)

Niech F = σ(G) b¦dzie σ-algebr¡ generowan¡ przez G ⊆ 2X oraz
1 G jest zamkni¦ta na przekroje,
2 Xn ↗ X dla pewnego {Xn}∞n=1 ⊆ G.

Dla dowolnych miar µ i ν na (X ,F), które pokrywaj¡ si¦ na G i
przyjmuj¡ sko«czone warto±ci na zbiorach Xn z (2), mamy µ = ν.

Dowód: Dla ka»dego n ∈ N rodzina

Ln := {A ∈ F : µ(A ∩ Xn) = ν(A ∩ Xn)}
jest λ-ukªadem. Rzeczywi±cie,

(Λ1) µ(X ∩ Xn) = µ(Xn)
Xn∈G== ν(Xn) = ν(X ∩ Xn) =⇒ X ∈ Ln.

(Λ2) Dla A ∈ Ln mamy µ(A ∩ Xn) = ν(A ∩ Xn) <∞ i st¡d

µ(A′∩Xn) = µ(Xn \A)
ró»n
== µ(Xn)−µ(A∩Xn) = ν(Xn)−ν(A∩Xn)

ró»n
== ν(Xn \ A) = ν(A′ ∩ Xn).

Zatem A′ ∈ Ln. 5 / 9



(Λ3) Dla parami rozª¡cznych {Am}∞m=1 ⊆ Ln mamy

µ(
∞⊔

m=1
Am ∩ Xn)

σ-add
===

∞∑
m=1

µ(Am ∩ Xn)
Am∈Ln===

∞∑
m=1

ν(Am ∩ Xn)

σ-add
=== ν(

∞⊔
m=1

Am ∩ Xn).

Czyli
∞⊔

m=1
Am ∈ Ln. Zatem Ln jest λ-ukªadem.

Zauwa»my teraz, »e dla ka»dego n ∈ N mamy

µ|G = ν|G =⇒ G ⊆ Ln
Ln λ-ukªad=====⇒ λ(G) ⊆ Ln.

Na mocy zaªo»enia (1) oraz Lemat o λ i π-ukªadach mamy

λ(G) = σ(G) = F .

Zatem dla ka»dego A ∈ F i n ∈ N mamy µ(A ∩ Xn) = ν(A ∩ Xn).

St¡d, »e A ∩ Xn ↗ A i z ci¡gªo±ci miary dostajemy

µ(A) = lim
n→∞

µ(A ∩ Xn) = lim
n→∞

ν(A ∩ Xn) = ν(A). �
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Def. Miara µ na (X ,F) jest σ-sko«czona je±li istniej¡ parami
rozª¡czne {Yn}∞n=1 ⊆ F takie, »e

⊔∞
n=1 Yn = X oraz µ(Yn) <∞

Uw. µ jest σ-sko«czona ⇐⇒ istnieje ci¡g {Xn}∞n=1 ⊆ F
taki, »e Xn ↗ X oraz µ(Xn) <∞, n ∈ N.

Wn1. Miara Lebesgue'a jest jednoznacznie wyznaczona przez

∀ ai ,bi∈Q
ai<bi

λn
(

[a1, b1)× [a2, b2)×· · ·× [an, bn)
)

=
n∏

i=1

|bi − ai |

Dowód: Rodzina

Pw := {[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn) : ai , bi ∈ Q}
jest zamkni¦ta na przekroje i kªad¡c Xm = [−m,m)n ∈ Pw mamy
Xm ↗ Rn oraz λn(Xm) = (2m)n <∞. Skoro B(Rn) = σ(Pw ), to
dla dowolnej miary µ na B(Rn) mamy

µ|Pw = λn|Pw =⇒ µ = λn. �
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Wn2. Miara Lebesgue'a jest niezmiennicza ze wzgl¦du na

przesuni¦cia, tzn. ∀B∈B(Rn)∀x∈Rn λn
(
x + B

)
= λn(B).

Dowód: Niech x ∈ Rn. Dla B ∈ B(Rn) przesuni¦ty zbiór
x + B := {x + y : y ∈ B} ∈ B(Rn) jest borelowski. Wzór

µ(B) := λn
(
x + B

)
, B ∈ B(Rn),

de�niuje miar¦ na B(Rn). Dla P = [a1, b1)× · · · × [an, bn) ∈ Pw

µ(P) = λn
(
x + P

)
= λn([x1 + a1, x1 + b1)× · · · × [xn + an, xn + bn))

=
∏n

i=1 |(xi + bi)− (xi + ai)|
=
∏n

i=1 |bi − ai |
= λn(P).

Zatem µ = λn na mocy Wn1. �
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Wn3. Ka»da miara µ na B(Rn) niezmiennicza na przesuni¦cia z
c := µ([0, 1)n) <∞, jest krotno±ci¡ miary Lebesgue'a: µ = c · λn.

Dowód: Niech P = [a1, b1)× · · · × [an, bn) ∈ Pw . Niech M b¦dzie
wspólnym mianownikiem dla wszystkich uªamków ai , bi ∈ Q. Wtedy

P =
K⊔

k=1

(
x (k) +

[
0, 1

M

)n)
dla pewnych K ∈ N oraz x (k) ∈ Rn.

Z niezmienniczo±ci na przesuni¦cia i addytywno±ci µ oraz λn

µ(P) = Kµ
([
0, 1

M

)n)
oraz λn(P) = Kλn

([
0, 1

M

)n)
= K

Mn .

Podobnie c = µ([0, 1)n) = Mnµ
([
0, 1

M

)n)
. St¡d

µ(P)
c

=
Kµ([0, 1

M
)n)

Mnµ([0, 1
M

)n)
= K

Mn = λn(P).

Zatem µ(P) = c · λn(P) dla ka»dego P ∈ Pw . Czyli µ = c · λn
na mocy Wn1. �
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